Mechanika soustavy hmotnych bodu

model soustavy hmotnych bodu:

systém vytvofeny N hmotnymi body

hmotny bod a (a= 1,2, ... n) ma pak hmotnost m_, polohur ,
rychlost v,

Dva druhy sil (z hlediska soustavy):
1) Vnéjsi sily F_, které maji svoje centrum mimo soustavu

2) Vnitfni (interakéni) sily Fg,, ktere reprezentuji vzajemne puisobeni
mezi jednotlivymi hmotnymi body soustavy. Ridi zakonem akce a

reakce ﬁBa _ _ﬁaﬁ > F_=0

Pohvybova rovnice 1 hm.bodu soustavy:

centralni sily

V extrémnim pripadé
6n stupnu volnosti (tj.

=F, +> F, / 6n pohybovych rovnic
B=1

dp,, d’r,
= ma
dt dt?
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Mechanika tuhého télesa

4 variabilita pohybovych stavll jednotlivych bodl soustavy je Casto

omezena jistym poctem vazeb

& tuhé téleso

- soustava hmotnych bodi, které¢ neméni vzajemnou vzdalenost

(nedeformovatelny material)

- 6 stupiiii volnosti , | 2 vektorove rovnice
+12 podminek

2 impulzové
véty

Hmotné body mohou konat dva zakladni typy pohybi:
a) pohyb translacni (postupny)
b) pohyb rotacni (otacivy).

rotace

V = konst.
a = konst.

staci
sledovat

* rotace kolem pevné osy
e rotace kolem okamzZite osy

translace | | bodu

pohyb 1




Mechanika tuhého télesa

Popis translaéniho pohybu: translace
4 translaci miZeme sledovat prostfednictvim pohybu jediného

= je fiktivni hmotny bod, jehoZ hmotnost je rovna celkové

hmotnosti tuhého télesa a jehoZ hybnost je rovna celkové hybnosti
tuh¢ho télesa.

hmotnost | M = Zma hybnost Pr = Z Po

f:OL
— " dt

4

R R dr; d
e plati tedy: MVr = Z myV, > My dtT - Z m,
\ o

rovnovahu téles
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Mechanika tuhého télesa

4 Vzhledem k vysoké hustoté rozloZeni a malé velikosti molekul
pevnych, kapalnych a plynnych latek je mozno uvazovat s
predstavou spojitého rozlozeni latky v prostoru:

€ moznost vyjadieni vlastnosti latek spojitymi funkcemi polohy a ¢asu

Hustota télesa Hmotnost télesa Tézisté télesa

dm
rNn=— m= rdv "
p(N)=— pr() 3

p(F)F dV

~ [p(r)av

Stabilni rovnovaha nastava
stabilita téles: m pokud pti malém vychyleni z

rovnovazné polohy se téleso
do ni opét vraci

télesa se snazi zauymout
pozici, kdy je potencialni
energie minimalni

.
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Mechanika tuhého télesa

¢ Redukce sil k bodu:

- v tuhém télese miZeme kazdou silu posunout do libovolného bodu,
piipojime-li doplnkovou dvojici sil, jeji moment M je roven
momentu puvodni sily vzhledem k novému piisobisti

M :F1><(—If)+F2><IE=F><IE
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Mechanika tuhého télesa

$3h. -0
I SR LS S o~

oo dt oI ol poi vyslednice interakénich
(vnitinich) sil

1.impulsova véta

popisuje pohyb tuhého
télesa pri translaci
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Mechanika tuhého télesa

Popis rotacniho pohvbu:

4 na rotaci opét pripadaji tri stupné volnosti.

rotace

4 rotaCni pohyb nastava otaCenim télesa kolem néjaké osy (okamzité

nebo pevneé)

¢asova zména
momentu hybnosti

1 hmot.bodu

celkova zména
momentu hybnosti

télesa

plati pro centralni
interak¢ni sily

2.impulsova véta

celkovy moment sily
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Mechanika tuhého télesa

4 Izolovana soustava hmotnych bodu (téles)

— neni vystavena piuisobeni vnéjsSich sil nebo vyslednice vnéjSich sil
je nulova, tj.

F=>F =0 M=>M,=0

a

J J

5 - dl -
= _:O
0 dt

J J

W =W, +W, = konst.

P = konst. L = konst.

V; = konst.

zakon zachovani
mechanické
energie

zakon zachovani zakon zachovani
hybnosti momentu hybnosti




B =0

* polohovy vektor a rychlost hmotného bodu « :

— - — — — —
r(x:r(},—l_rT V(X,:V(X.—l_VT

 celkovy moment hybnosti:
L= L, =2 [(F +F)xm,7,]=
—Za:m [F’j<\7'+v Z[r xm v, |=
_Z[r xm,V ]+Zm F va]+Z[r xm, V]
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Mechanika tuhého télesa

* celkovy moment sily:

M = ZM _Z[erj Z[r F)xF, |=

_Z[r <F ]+ & xF] £ xE |+ M

dL

* druha impulzova Véta:‘/

dt

=M

jez je v pohybu v inercialni soustavé.
Veliéiny (moment sily a hybnosti)




Pohyb tuhého télesa

télesa, .0 [pr=0

4 rychlost hmotného bodu soustavy:

4 feSenim pohyb.rovnic:

translaéni
: pohyb tézisté

pohybové rovnice
tuhého télesa
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Pohyb tuhého télesa

* Kineticka energie télesa:
WK = Z%mavaz = Z% ma(\_iT + [(I)X f(’l’])z
W, = (Zm jv +Z

- mv ‘4 Z
moment

ﬂ setrvacénosti
- 1 , 1 Y vzhledem Kk ose
S MV e ’ rotace jdouci
\ T\ J téziStém

Y Y
kinet.energie || Kinet.energie J; = Z m.d>
translac¢niho rota¢niho
pohybu tézisté pohybu
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Pohyb tuhého télesa

¢ Rotace kolem pevné osy: | V; =0  ®=Kkonst.

WK :Z%mavi :%Zma(w' ra)2 zémzzmarj

x . r, - vzdalenost
* moment setrvacnosti:

od osy otaceni
J =Ir2dm :Iprzdv J =Zmara
m Vv

(00

 moment hybnosti:

L=>'F xmyV, =>F xm (&xF,)=ay mr’ =Jd
(04 (04 (04

osa rotace ma
stejny smér jako
moment hybnosti L
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Pohyb tuhého télesa

Moment setrvacnosti vyjadruje Moment setrvacnosti
odolnost télesa vuci zméné charakterizuje rozloZeni hmoty
rotacniho pohybu télesa kolem osy otaceni

y

(] \v4 y
Steinerova veéta:

- chceme zjistit moment setrvacnosti
vic¢i rovnobézné ose vzdalené o d od

)
) J’:Zmara'
o

yo Yl ey S 6 4020, S, 420, Sy,
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¢ Priklad: (moment setrvacnosti Vz'llce)T : dV =2nrhdr

J=[rdm=[priav ‘ i y
m \%

R
1 1
J= ! 2nphridr = Enth“ _ EmRz

Je=M =F-R

Valeni valce po naklonéné roviné:

e=a/R F =Gsina J':JT+mR2:§mR2 bez smykani

_ 2,
'

mgR’*sina 2 |
=73 =—(Qsina
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Pohyb tuhého télesa

4 Priklad: (pohyb rumpalu)

J — moment

setrvacnosti

Je=M e=a/R M =mgR vzhledem k

\ ) ose otaceni
v

Ja 2
g mgR

—=mgR
R R ) ;

Doba padu do studny

~ [23n
mgR*

.
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Priklad: (pohyb fyzického kyvadla)

* Pohybova rovnice tuh¢ho télesa pii rotanim pohybu:

2

2

I l ] moment sily
? + my sino, =0
dt J

- pokud jsou vychylky malé, tj: sina~o oo

—

o = o, sin(ot + @)
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Pohyb tuhého télesa

& Rotace kolem okamzité osy prochazejici téziStém: | V. =0 = o(t)

- osy soufadného systému pevné spojime s otacejicim se télesem F. =0

I AT A AT AR R A

* celkovy moment hybnosti tuhého télesa:

[=3C, =[x p,]= S [, xm,v,]= rl=(x2+y2+2l)

o a

S Ty SRS RS S e
a o \ /

2 - = 2 2
L =0, +X (0T,)= Zma[oax(ya +22)—(0,X, Y, +032Xa2a)]
o

\

e rovnici lze pfepsat jako:

n n n
2 2
- Smez) -Xmay,  -Xmx,
- ® a=1 a=1 a=1
n n 5 5 n
_Zmaxaya Zma(xa+za) _Zmayaza
/ a=1 a=1 a=1

n n n
2 2
— ~3'm x z S'my z m(x +y
tenzor setrvacénosti ; o ; oo ; e
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Pohyb tuhého télesa

& Tenzor setrvacénosti

symetricky tenzor 2.fadu:
diagonalni slozky - axialni (osové) momenty setrvacnosti
nediagonalni slozky — devia¢ni momenty setrvacnosti

zobrazuje prostorové rozlozeni hmotnosti v tuhém télese

osa rotace obecné
nema stejny smér
jako moment

axialni momenty hybnosti L
setrvacnosti

J =j(y2 +2%)dm, atd. —Zn;maxaya
m a=1

> m, (¢ +22)

a=1

deviaéni momenty - my,z,
setrvacnosti

.
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Tenzory

# Tenzor n-tého radu obsahuje 3" prvku, které se pfi transformaci
soufadn}’/ch soustav transformuji pifesné definovanym zptisobem

qur Z CSI Pj qk lekl Pro otoceni
kI, W
L souf.soustavy

* tenzor 0.radu — skalar (Cislo) .. = cos(E'.6)

. tenzor 1.¥adu — vektor A« = chi A -
= 9 slozek tenzoru

Y, o~ 2.radu lIze vyjadrit
e tenzor 2.fadu: Ty = ;;C WCy Iy = e .

LITRRLITRIE
T=|T, T, T,
Ty Ty Ty
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Tenzory

# Hlavni osy a hlavni hodnoty tenzoru:

takova soufadnd soustava, kde nediagonalni slozZky tenzoru setrvacnosti

jsou rovny nule

T, =0 | # |

diagonalni slozky T,, T,, T; se poté nazyvaji hlavni hodnoty tenzoru
osy soufadného systému s nazyvaji hlavni osy

Plati: |TR=TH

> T11 —T T12 T13
T21 Tzz —T T23

T31 T32 T33 —T

-u tenzoru setrvacnosti bude napt. moment
hybnosti mit stejny smér jako vektor
uhlové rychlosti C—=Jo

- hodnoty T,, T,, T, jsou extrémni ze viech
mozZnych natoc¢eni soufadn€ soustavy




Pohyb tuhého télesa

4 nami zvolena soustava neni inercialni, otaci se spolu s télesem

4 pro popis pohybu v je nutno prevest moment hybnosti do neinercialni
soustavy spojené s télesem, tj.

dt

dL
druha impulsova véta ( )
|

Eulerovy rovnice pro
rotaci tuhého télesa
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Pohyb tuhého télesa

4 predpokladejme, Ze se téleso otaci kolem pevné osy o
4 na kazdy bod télesa poté plisobi odstrediva sila:

—

vysledna odstrediva sila

—

e Y 25
=M, 0 (0, X )X®, =M ©® 0

_ 23 _ 207 LT N o
Fo,(x =m, 0o, =M o (0, xT,)xo,

F, = cozz m, (@, % )x®, = 032(6)0 meaFajx&)O
a a

N

Pri rotaci kolem pevné osy
vznikaji dynamické sily, které
namahaji upevnéni osy (loziska)

vysledna odstrediva sila je
rovna nule pouze, kdyz osa
rotace prochazi tézistém

™~

Takove osy, kdy upevnéni osy
neni namahano dynamickymi
silami se nazyvaji volné osy




Pohyb tuhého télesa

4 odstiedivé sily mohou plisobit také momentem z
sil, 1 kdyZ osa rotace prochazi t€zistém W

_ 25
o =M,0°0

vysledny moment odstredivych sil:

— - —_ 2 - —
M=>TFxF, =0")m/(fx3,)
(04 a

M =o' m, (%0 + Y, T +2,K)x (X7 +Y,]) =

= mzzma[_yazar_ XOLZOL I] = (szyZ’O)zJXZ)

Moment sil M se snaZzi vychylit
(deviovat) osu rotace z jeji polohy
a tudizZ vznika naméahani upevnéni

volnymi osami rotujiciho télesa
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Pohyb tuhého télesa

Setrvacéniky (gyroskopy):

4 Setrvacnikem se rozumi kazdé téleso otacejici
se okolo pevného bodu v prostoru

A) volny symetricky setrvaénik

J,=J,#J,

Vektor momentu
hybnosti a ahlové
rychlosti je v Case
konstantni

J

Rozto¢ime-li setrvacnik
kolem jeho osy symetrie,
potom zachovava tato osa
staly smér v prostoru

nemusi mit ovSem stejny
smér — setrvacnik pote
vykonava tzv.precesni
pohyb




Pohyb tuhého télesa

Setrvacnik kona dva rotacni pohyby:

a) vlastni rotace kolem své osy

b) precesni pohyb osy setrva¢niku kolem sméru
vektoru momentu hybnosti (thlovou rychlosti €2)

B) tézky symetricky setrvac¢nik

-piisobi na né¢j moment tihové sily viici bodu otacent,
ktery neni tézistém

Precesni pohyb jiz
neni rovnomérny

_okamzita osa kona Pokud je ovSem rychlost

ve vodorovné precese 2 mala vici rychlosti

roviné kmitavy vlastni rotace ®, potom nastava
pohyb (tzv.nutace) tzv.pseudoregularni precese
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Pohyb tuhého télesa

gyroskopicky jev:

o

- pfi ptisobeni silového momentu (kolmého k ose rotace) na setrvacnik roztoeny
kolem osy symetrie vznika zajimava kineticka reakce setrvacniku,

tzv.gyroskopicky jev

-pokud je moment sily M maly a vlastni rotace @ vysoka, potom miiZeme
piredpokladat, Zze se méni pouze smér a ne velikost vektorti L a

dL YN doo Setrvacnik kona pod vlivem
dt dt vnéjSiho momentu precesni
pohyb rychlosti QO

O O
de — M: cho Qx Jo
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Pti staceni osy rotace je
setrvacnik nucen konat
precesni pohyb, reakci
setrvacniku je
tzv.gyroskopicky
moment Mg

Pt1 plisobeni vné;jSiho
momentu M se snazi osa
rotace splynout se smérem
vnucene precese

A

VY
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Pohyb tuhého télesa

Kineticka reakce kol, vrtule:

P

—

Jednostopa vozidla jsou dynamicky
vyhodné;si nezli dvoustopa vozidla
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Typical GYROFIN Installation

1. Bridge Control Unit

2. Main Control Unit

3. Pump Motor Starter

4. Local Control Unit

5. Fin

6. Stabiliser Machinery Unit
7. Oil Header Tank

8. Hydraulic Power Unit

Pohyb tuhého télesa

stabilizace
stiel, torpéd
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‘ stabilizace lodi setrva¢nikem

stabilizace dopr. prostredku
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Pohyb tuhého télesa

navigace lodi
gyrokompasem

WERTICAL AXIS

WHEEL
N W

SPINRIMNG AXIS

HORIOMTAL
AXS

Osa setrvac¢niku
zachovava staly smér




Pohyb tuhého télesa

Planetu Zemé lze téz
povazovat za tézky setrvacnik

Zemska osa kona precesni pohyb

uhlova zména — 50,40'' za 1 rok

k slunci Ek!- ' | perioda pohybu — T =25700 let
(Platonsky rok)
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