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Z.aklady vektorového poctu

kartézska soustava souradna | (pravouhla, pravotociva)

* vektor je popsan svymi tiemi prumety a,, a,, &, do soutadnych os
a ortogonalnimi vektory baze

vektory baze:

vektor: | d=(a,.a,.a,)=aj +a,j+ak i =(1,0,0)

1=(0,1,0)

velikost vektoru: | a= \/ a; +a, +a, k =(0,0,1)

Polohovy vektor:

F=(XY,2)=Xi +Vj+zk

y Z

X
COSOL = — COSBI— COSY =—
r r r

cos’a+cos’B+cos’y =1



Z.aklady vektorového poctu

4 v praxi existuji 1 jiné |(kFivoéaré) souradné soustavy
(sféricke, valcove, elipticke,...)

F=(XY,2)=Xi +Yj+zk

sférické souradnice:

X =Trsin3cosQ

y =rsin3dsing

Z=rcos9d
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Z.aklady vektorového poctu

Skalarni soucéin dvou vektoru

- vysledkem je Cislo (skalar)

S=(a-b)=abcose . =ab, +ah +ab, = ab,
k

Vektorovy soucin dvou vektoru

- vysledkem je vektor, kolmy na oba vektory
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Z.aklady vektorového poctu

Dvojnasobny vektorovy soucin:

—

ax(pxc)=b(a-c)-cla-b)

YA L AT A L A R U

SmiSeny soucin vektoru :

-pri cyklické permutaci
vektori se neméni

é-(ﬁxé): -(Exﬁ)

\

Déle plati identita
(faxblExd])=(a-c)(o-d

Dyadicky (tenzorovy) soucin vektoru :

- vysledkem je matice

.
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Z.aklady vektorového poctu

Elementarni otoceni vektoru kolem osy: velikost oblouku

ds = Rdo

-jednotkovy vektor ve sméru osy otaceni: |c|=1

da __da_da

-otoCeni o elementdrni thel do (Cxd)=a-sina

/ da  ds do

-pootoleny vektor: @ =a8+da=a+(Cxa)dp=a+(dpxa) 0

-vektor pootoceni: 4¢=C-do

-zména vektoru:
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Z.aklady vektorového poctu

Ortogonalni transformace souradnic (rotace):

T= TXTyTZ q

1 0 0
0 cosy —siny rotace kolem osy X o uhel y

0 siny cosy

cosd 0 sind
0 1 0 rotace kolem osy Yy o uhel 9

—sind 0 cos9

cosp —sing 0
sing  cosgp 0 rotace kolem osy z o uhel @
0 0 1
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Tayloriv rozvoj: f (X, +AX) = f(X,)+ f (1:(0) AX + f (j(") AX...

4 pocitani s malymi Cisly: g<<l ==>

Euleriv vztah: | [e'° = cos Q@+ 1sin @
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Z.aklady vektorového poctu

€ zména néjakeé veliCiny Y = (X)), kterd je funkci N proménnych X, 1ze
vyjadiit pomoci totalniho diferencialu

vyjadiuje linearni
& Of o
totalni diferencial: dy = —dX, — prirdstek funkce f

i=1 i

4 ve fyzice Casto veliCiny zavisi na jinych veli¢inach (napf.na Case,
atd.) a pro zménu vektorové funkce skalarniho argumentu plati:

dat) _ da, da, da, da;

. dt dt ~ dt ’ dt dt
derivace

f'(X)Ej—:( @

diferencial vektoru: da(t)=ida, + jda, +kda,
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Z.aklady vektorového poctu

Priklad: (vypocet zmény objemu a povrchu valce)

Vv

% pokud budou zmény rozméri N

AD a Ah dostate¢né malé:

objem: povrch:

V =nr’h S =2nrh+2nr?

Zména objemu:

Zména povrchu:

AV = ﬁAr +ﬁAh = 2nrhAr + tr’Ah
or oh

AS = §Ar + xS Ah = (2nh+4nr)Ar +27nrAh
or oh




.
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Vlastnosti totalniho diferencialu

& zménu veli¢iny Y = f(X), kterd je funkci N proménnych X, 1ze vyjadrit
pomoci totalniho diferencialu

totalni diferencial:

vyjadiuje linearni
ptirtstek funkce f

pokud je diferencidlni zména 8Y néjaké funkce Y=g(X;)
jejim totalnim diferencialem potom plati:

zména funkce Y:

AY :de =Y,(X;) =Y, (X})

fdy =Y, =Y, =0
C

zavisi pouze na
pocate¢ni a koncove
hodnot¢ funkce ¢

kfivkovy integral z
dan¢ funkce po
uzaviené kitvce C
je roven nule




Z.aklady vektorového poctu

derivace souéinu:

d dS da
—IS)a()|=—a+S—
dt[()()] i -

d _ da- _db
“lambt)|=2b +a—
G AOBO]= 5 +a

d . da - db
— M) xb(t)|=—xb +dx—
dt[()>< ®] gt DT g

diferencial soucinu:

d[a(t)*]=24-da

d[at)o(t)]=da-b+a-d

umoznuje urcit, jak se nam zméni
vysledny soucin (skalarni, vektorovy)

. n ORI pi1 mal¢ (infinitezimalni) zméné
dla(t)xb(t)]=daxb +axdb dileich velidin
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Z.aklady vektorového poctu

4 zaved’'me nyni zcela zvlastni “vektor”, tzv. Hamiltoniiv operator

jedna se o symbolicky
diferencialni operator, ktery
umoznuje zjistit zménu dané
veliCiny v zavislosti na
prostorovych souradnicich Xx,y,z

4 symbolicky t€Z miizeme misto V psat také

4 dale s1 zaved’'me dalSi symbolicky diferencialni operator, tzv.
Laplaceuv operator A
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Z.aklady vektorového poctu

4 derivace sloZené vektorové funkce vektorového argumentu: a(t,b(t))

—

da, da, daZ
dt * dt’

= ( 5 = (60600

da, , 03, ab , 08, ab, , 08, b,
ab 6b ot 8b ot :

4 pokud plati: b(t) = F(t) = (x(t), y(t), 2(t))

% potom Casova zména veliiny &(t,r)

jedna se o Casty prakticky
pripad, kdy nam veliina
zavisi na poloze a Case,
napft. rychlost, teplota,...
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Z.aklady vektoroveho poctu

Krivky

dr =7-ds = (dx,dy,dz) = i dx+ jdy + kdz

X=X 45— dF| = JaxX? +dy? +dz’
Y=Y

z=z2(t) 1 _|d°F|_ (%T%ﬂjﬁ(%)z
R |ds® ds ds ds
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Plocha

S:®(X,Y,2)=0 0P  0b o
) _ grad® ox oy oz
X = X(U,V)

n= —
grad® (o) (od) (oD )
Jy=yw) ) 5 e

| Z=2(u,v)

dS =ndS ds =dS
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Z.aklady vektorového poctu

Objem

(X = X(u,V, W)

1Y =yu,v,w)
| Z=12(u,v,w)

YA L AT A A M R N

\

dV =dx-dy-dz
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Z.aklady vektoroveho poctu

Integrovani skalarni a At) = (A, A, A) =AM +A 1] +A 1K

vektorove funkce: b b b b
j At)dt =i j A, (t)dt + ] j A, (t)dt +K j A (t)dt
4 Y t 4

mnozina pole integral oznaceni

krivka skalarni kiivkovy 1. druhu

[ ds

c

kt : kiivkovy 2. druh P
vektorove ivkovy 2. druhu AdF

c

skalarni ploSny 1. druhu

jfds

S

[[Ads

S

jvj f dv

vektorove plosny 2. druhu

skalarni objemovy
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Charakteristiky fyzikalnich poli

skalarni pole S x vektorove pole v

AT, t) = A (F,Hi +A(F, )] +A(F,0k

skalarni veliCina je popsana vektorova veli€ina je
v daném misté prostoru a v popsana v daném mist¢
case jednou hodnotou S prostoru a v Case tfemi

slozkami (A,, Ay, A)
(napt. teplota, tlak,...)

(napft. rychlost, sila,...)

pi1 transformaci soutradnic

pi1 transformaci soutradnic
se hodnota neméni

se hodnota obecné méni
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Charakteristiky skalarnich poli

gradient skalarni funkce

arad§ —v. 95 (25 28 &8
ar | ox oy’ oz

* vysledkem této diferencialni operace je vektor

gradient vyjadiuje vektor
sméru maximalni
prostorové zmény skalarni
veli€iny S,

t]. smér, kterym ndm v
daném misté prostoru dana
veli¢ina (napft.teplota)
nejvice narlista
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2= f(XYy)= x.@ 0+ dS =dr-gradS




Charakteristiky skalarnich poli

totalni diferencial dS =dr-gradS

zmeéna skalarni funkce v
libovolném sméru n

gradient ve sférickych (oS 105 1 &S
soufadnicich or 'r 09 rsin9 oo

A=grad f

pokud se da n¢jaka veli¢ina A

vyjadrit jako gradient jin€ veliCiny ekvipotencialni plochy

f, potom se jedna o potencialni

pole a funkce f, se oznacuje jako
potencial

f(X,Y,2)=konst.

- vektorove pole A ma smér
normaly k ploSe

.
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f(X,Y,2)=konst.

§

ekvipotencialni plochy

df =grad f -dr =
: (a

of of of
oy’ o1

5

](dx, dy,dz)

gradient je kolmy
k ekvipotencialni
plose




Charakteristiky vektorovych poli

vektorova pole v ARt =A (F.O1 + A (F, 1) ]+ A (F,Hk

4 vektorova pole zavisla na polohovém vektoru (napft. rychlost

proudéni, intenzita siloveého pole,...) se daji se charakterizovat
pomoci vektorovych ¢ar

Vektorové cary

& vektorové ¢ary jsou kiivky, jejichz te¢na v kazdém bodé¢ pole ma stejny
smér jako dany vektor pole A

dx dy dz

Axdi=0| I AA A

= dx d dz
A= grad f ) Y

of /ox of /oy  of /o

potencialni pole
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Charakteristiky vektorovych poli

siloCary

vektorove ¢ary dan¢ho vektorového pole
jejich te¢na urcuje smér vektoru pole

jejich prostorova hustota charakterizuje
velikost intenzity pole

pro potencialové pole se siloCary
neprotinaji

vektorova trubice

4 je vytvorena silo¢arami dané¢ho vektorového pole, které prochazeji
uzavienou kiivkou
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Charakteristiky vektorovych poli

proudocary

- maji smér vektoru rychlosti vdaném ¢asovém okamziku
- muZeme pomoci nich graficky znazornit velikost toku
- v zavislosti na typu proudéni mohou byt oteviene 1 uzavien¢ kiivky

proudové trubice

- mySlené trubice, jejichZ stény jsou tvofeny sousedicimi proudocarami.

proudova trubice
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informuje divergence vektoru pole

Tok vektoru uzavienou plochou:

N = j; AdQ| | tok vektoru pole miiZeme

AQ charakterizovat poctem
vektorovych ¢ar v daném
objemu
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| N >0 ... vytékd vice nez vteka (ziidla toku)
= N <0... vytekd mén¢ nez vteka (propady toku)
@ N =0 ... stejny vtok i vytok

\Q(v

div A=0 divA=0
pole nezridlové pole zridlové
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Charakteristiky vektorovych poli

4 vektorové ¢ary mohou vznikat i zanikat a o jejich ptirtistku nebo bytku nas

4 divergence — vytok vektoru z objemového elementu jednotkové velikosti

Divergence vyjadiuje to, zda
dané vektorove pole (napf. pole
rychlosti proudici kapaliny,
elektromagnetické pole,...)
obsahuje v daném misté zdroje
C1 ubytky toku dané veliCiny

Umoziuje urcit tok daného
vektorového pole ve
specifikovaném objemu, napf.
hmotnostni pritok kapaliny




Charakteristiky vektorovych poli

4 Tok vektoru ve sméru y:

dN, =dA,-dQ, :%ydydxdz=%dv
22

4 Celkovy tok vektoru v objemu dV:

0 -
dN =dN, +dN  +dN, :[an + A +aAZ )dv =divAdV

ox oy oz
\

Divergence vektorového pole: Gaussova véta:

divi = (v -7)= (c%v] _ Lavx R avzj § (A-ad)=[ divAav

oXx oy oz

- vysledkem této diferenciadlni operace je skalar (¢islo)

.
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Charakteristiky vektorovych poli

Rotace vektorového pole:

C= {) AdrF | | cirkulaci vektoru pole
r podél uzavrené krivky

Ize charakterizovat

otacivy pohyb vektoru

rot A=n lim1§ﬁdr =n
AS—)OASF d

S ]max

max

Maximalni hodnota cirkulace vektoru pole v daném
bodé po obvodu plosky AS

pole v daném misté

Je-li rotace nulova, neni v daném bod¢ vir v roviné
obd¢lnika.

rot Az 0

rotace vyjadiuje to, zda dané
vektorove pole (napf. pole
rychlosti proudici kapaliny,
elektromagnetické pole,...) v
daném misté ma virovy
charakter

umoznuje urcit, zda vektor
pole kona v daném misté

;o ;o otacivy pohyb
pole nevirové pole virové y pohy




Charakteristiky vektorovych poli

y A aAy
A dC, = A, (x+dx)dy — A, (x)dy = — dxdy
(X +dx, y +dy) ox

tA, dC, =—A (Y +dy)dx+ A (y)dx =

(X,Y) dx dsS, dny =dC, +dCy :E;A’,drz :(8

[
»

X

e

. C A.dl = O _
elementarni cirkulace vektoru dC, § dl

pole v rovinach (X,y), (X,2), (Y,2)

vysledna cirkulace vektoru pole dC=dC,, +dC,, +dC,, = it} A-dl =rot A-dS

, h A (A A (A oA,
.| frot A= el R et
Rotace vektorového pole: 0 ( o7 07  OX T oxX oy

.
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Charakteristiky vektorovych poli

@ jestlize nckteré vektorove Cary jsou uzaviené kiivky, pak dochazi k
ota¢ivému pohybu vektoru pole, jde o tzv. virovy pohyb

% virovy pohyb je mozno charakterizovat rotaci vektoru pole: §

rotﬁl:[Vx K]:[ix ﬁ\}

1 Stokesova véta:

j;Q rot AdQ) = J.r Adr

PY.: rotace rychlosti
jednoho bodu kontinua

rotV = rot V;, +rot[ox F|=rot[®xF|=2® /

®=0 virovy pohyb

.
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Charakteristiky vektorovych poli

diferencialni operatory — priklad

RARRA1T
HRRR A
N % v g
oy 1]
= =

= b

474

QA P 4

A=(x,Y,0)
divA=2
rot A= (0,0,0)

A=(-Y,Xx,0)
divA=0
rot A=(0,0,2)

la wn m  thy
..-@P#

v1d ¢ W i

[ a)
=

P

AP Pt 8RR

Ny N W= L e
WUYY L L LN
WYL LI I LAY

IR

rot A=(0,0,0)




Integralni teorémy

 (A-d0)=[ divAav

§QSdQ:LgradS dv

j;Q(df!x A): L rot AdV

§.(p-Va-q-vp)dQ = [ (pAq-qap)dv

f’;g rot AdQ) = J-r Adr

\



Charakteristiky vektorovych poli

Nevirové (potencialni) pole

OA, OA, OA, OA, OA, OA
oy ox o oy ox

X

OX 0z

rot A=0 >

skalarni potencial

A N
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S e Shd
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Charakteristiky vektorovych poli

Nezridlové (solenoidalni) pole

AAAX=
AR NS
A Ry
r o A
ot
g 2
g R
B %
W & &
Wy Tou €=

. 0
divA:G;)?+ Ay+@AZ:O

diVA=0 > oz

1]

=

i3

4

vektorovy potencial

T~

AAIT A DDy
PAAAa b w Yy
1T 4

8 SR

R AR Rxw|e w
RRR & &l e
R o =] 4

Obecné vektorové pole

A=—grad @ +rotV

AR =~y Yy
PAAI A = w N
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Charakteristiky vektorovych poli

Vybrané identity vektorové analyzy

grad f (x,)= afgrad X, + ...+afgradxn
OX, OX

n

grad(fg)= f-gradg+g-grad f
grad(f +g)=grad f +gradg

grad (A-B)=(B-V)A+(A-V)B + Bxrot A+ Axrot B

div(A+B)=divA+divB
divrot A=0

div grad A=V’ A= AA
div(f-B)=A.Vf + f -div A
rot (A+ B)=rot A+rotB div (Ax B) = B-rot A— A-rot B

rotgrad f =0
rot (Ax B) = (B-V) A—(A-V)B + AdivB — B div A
rot rot A= grad div A— AA

.
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Tenzory

# Tenzor n-tého radu obsahuje 3" prvku, které se pfi transformaci
soufadn}’/ch soustav transformuji pifesné definovanym zptisobem

qur Z CSI C Pj qu C lekl Pro otoceni
kI, W
L souf.soustavy

* tenzor 0.radu — skalar (Cislo) .. = cos(E'.6)

. tenzor 1.¥adu — vektor A = chi A -
= 9 slozek tenzoru

Y, R~ 2.radu lIze vyjadrit
e tenzor 2.fadu: Ty = ;;C WCy I = e .
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Tenzory

4 Hlavni osy a hlavni hodnoty tenzoru:

takova soufadnd soustava, kde nediagonalni slozZky tenzoru setrvacnosti

jsou rovny nule

T, =0 I # |

diagonalni slozky T,, T,, T; se poté nazyvaji hlavni hodnoty tenzoru
osy soufadného systému s nazyvaji hlavni osy

Plati: |TR=TH

> T11 -T T12 T13
T21 Tzz —T T23

T31 T32 T33 —T

-u tenzoru setrvacnosti bude napt. moment
hybnosti mit stejny smér jako vektor
uhlové rychlosti C—=Jo

- hodnoty T,, T,, T, jsou extrémni ze vSech
moznych natoceni soufadne¢ soustavy
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Diferencialni rovnice

Obycejna diferencialni rovnice 2.radu s konstantnimi koeficienty

homogenni rovnice

charakter.
(1,2 +ao + b =0 rovnice

4 obecné reSenti: /

u=Ce"" +t"C,e*"

o, #a, = m=0

o, =0, = m=l1
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