Mechanické kmitani

€ Kmitani (oscilace)

— procesy, kter¢ se s urcitym stupném pravidelnosti opakuji

4 sledovana fyzikalni veli¢ina (napf.vychylka, elektricky proud,..)
osciluje kolem néjaké rovnovazné (stfredni) hodnoty

4 oscilace mohou mit riznou fyzikalni podstatu:(napi. mechanicke,
elektromagnetické, elektromechanicke oscilace)

Oscilator | — soustava, ktera kmita (osciluje)

Kmity volné (vlastni) — kona soustava ponechdna sama sob¢, kdyz
jsme ji predtim vyvedli z rovnovahy

Kmity vynucené — hodnoty vSech veli€in, které charakterizuji danou
soustavu, se opakuji v pravidelnych ¢asovych intervalech. Pohyb je
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Harmonické kmitani

Periodicky prubéh — priibéh sledované veliiny X se
opakuje s urc¢itou periodou T X()=X(t+T)

poCet oscilaci za 1 sekundu vyjadiuje frekvence
kmitavého pohybu f

A

u

kruhova frekvence kmitani:

%{_J

T

harmonické oscilace — pohyb je udrZzovan plisobenim elastické
(vratné) sily, kterad je tmérna vychylce z rovnovazné polohy pilisobi
proti vychylce

Fo =—kx

pohyb je periodicky
uhlova frekvence o je konstantni
parametr K vyjadiuje tuhost oscila¢ni vazby
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Volné harmonické kmitani

# zanedbavame sily tfeni, uvazujeme pouze konzervativni vratnou

silu F =-kx a konstantni konzervativni tthovou silu G=mg

€ v rovnovaze plati

G=mg=-F. =kx, => X,

4 vysledna sila:

F =—kx+mg =—k(X—%)=—k(X—Xo)=—kU

Kruhova
frekvence

¢ pohybova rovnice harmonickych kmitii: 'k
—|® =4 crr
m( Kkmitani

2 2
ma=F ==) md—lj+ku:0 =) d_u+@2u:()
dt a2 "

hledame feSeni
ve tvaru

A, =20, == a’+o, =0< "
4 Obecné FeSeni: / u==¢

u=Ke" +t"K,e*'| > |y =C, sin(o,t)+C, cos(o,t)

.
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Volné harmonické kmitani

4 OznacCime-l1: @

u=_C, sin(w,t)+C, cos(w,t)
4 Vychylka:| [u=Asin(w,t+g) <=

du
V=—o

# Rychlost:
dt

= AQ)O cos((oot + (p): Vi COS((DOt + (p)

¢ Zrychleni:| a =—Aw,’ sin(o,t +)=a_, sin(w,t+¢)
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Rychlost kmitani v [cm/s]

6 1 1 6I
Cas t [s] Cas t [s]
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Volné harmonické kmitani

% Mechanicka energie W,, je rovna souctu energie kinetick¢ W, a
energie potencialni Wi

W, =W, +W, :%mAzmg ~ L

max

klneth}(a W, = l mv? = l mAZ(D(Z) cos’ (O)Ot + (P)
energie 2 2

u

potencialni
energie

Iku du = %ku2 = %mAz(Dg sin’ (@,t + ¢)

0

8

—kineticka energie
— potencialni energie

=3

M

Energie oscilatoru [J]
iy
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Volné harmonické kmitani

4 Casto je vyhodné vyjadiit harmonické kmity pomoci komplex.funkci
l’]J _ Aei((oot+(p)
u=Im(U)= Asin(a)ot + (p) /

obdobné Ize vyjadrit harmonické kmity pomoci funkce

u = Acos(o,t +0)

Im -
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Volné harmonické kmitani

Priklad: (naraznik vagonu)

- urete maximalni rychlost vagonu o hmotnosti m, jestlize ma 2 naraznikove
pruziny o tuhosti k s maximalnim moznym zkracenimy
- uréete téz piiblizn€ dobu narazu (stlaceni) T, a max.silu F

AW, = AW
Kl P k=5-10° N/m

1 * _ k_ -1
mv,, =K Yo =2 V, :,/%ym = 6,5 km/hod. @ —\E—l&?w

kl

Yy, =10cm
m=30t

F=k'x=kx+k,x
l [¢]m
k* =k, +k, F

A 4

paralelné spojené
pruziny
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Kmitani - priklady

Priklady kmitavych pohybu:

Bungee Jumping
from the
Verzasca Dam
Switzeriand

kyvadla

(C)2000 D.J.Wilhams

Video
a) bungee jumping
b) odskok kulicek

atomy v
krystal.mrizce




Tlumené kmitani

4 pohybovy stav je ovliviiovan nejen silou kva21elastlckou ale take
silou tlumici pohyb (disipativni sila) |F-F_ +F

Fo =—ma,U F, =—BV = —2mb((11—ltJ

elasticka sila tlumici sila

* soudinitel dtlumu: b=——>0
2m

4 pohybova rovnice tlumenych kmitt:

d2 du d’u du
=F =—mou-2mb— [l > +2b—+wu=0
dhrey Do dt R

I AR

r 4 7 2 2
4 obecné reSeni: a” +2bo+w; =0

ot m a,t
u=Ce" +t"C,e™ 4{mmmmm o - b? — 2

charakter.
rovnice

.
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A) Aperiodicky pohyb s nadkrit.utlumem:

b>aw, a, ,...realne

r o™ W It t t
* obecné FeSeni: u=Ce” +C,e™

ro_r du o o
« rychlost kmit4ni: V= => v=0,Ce" +a,Ce*

o) —a,

20

Vychylka u [m]

' I
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B) Aperiodicky pohyb s Kritickyvm utlumem:

* obecné FeSeni: u=e"(C, +C,t)
* rychlost kmitani: v=e"""(C,(1-o,t)-,C,)

« podatetni podminky: =0 = u=A,, v=0

u=A,e " (1+a,t)
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Tlumené kmitani

C) Tlumeny kmitavy pohyb : b<w, a,=-btijo;-b’=-btio

* obecné FesSeni: u=e"(C, sinwt +C, cosot) /
2 .2 2

C,=Acose C,=Asino

l kruhova frekvence

tlumenych kmiti

u Ae‘ﬁsin(cot 0)
amplituda pocatecni

kmitia A(t) faze kmitani

« rychlost kmitani: v=Ae™ {oo cos(cot + (p) —b sin(cot + (p)}

* perioda kmitani:
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Tlumené kmitani

C) Tlumeny kmitavy pohyb :

kmitavy pohyb s
klesajici amplitudou

u= Ae " sin(wt + ¢)

Vychylka i [m]
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Tlumené kmitani

Charakteristiky tlumeného pohybu:

e utlum:
-podil dvou vychylek soustavy, liSicich se o 1 periodu

* logaritmicky dekrement utlumu: [(8=Ind=>bT

« Cinitel jakosti kmitajici soustavy:
- 21 ndsobek poméru energie oscilatoru W(t) k ibytku energie soustavy
za dobu 1 periody

WD) o
1 2 A2 = =

N

vyjadruje kvalitu
oscilatoru
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Tlumené kmitani - energie

2

2
& Mechanicka energie soustavy: W = 1 m(_j +lku2
dt

_ Potencialni energié Wp
—— Kineticka energie W, :
===Celkova mechanicka energie W

15 20 25

4 Ubytek energie:

dW du| d%u du ( du]
Sl | =8-S |-
dt dt dt dt dt
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Vynucené harmonické kmitani

4 Chceme-li zachovat oscilace soustavy, potom na bod musi plisobit
periodicka sila, tzv. sila budici F,, = F(t), ktera dodava kmitajici
soustavé mechanickou energii (napf. napory vétru, mechanicke
vibrace,...)

/——\\
N\

* harmonicka budici sila: F, =F, sinQt| =) 7
Q

 pohybova rovnice vynucenych tlumenych kmitu:
d’u du

F
——+2b—+ 0, U=—"sin Ot
dt dt m

2
r ™ v 4 W= 0)0 - b2
* obecne reseni ve tvaru: /

b<w, ==> |u=Ae"sin(ot+@)+ A, sin(Qt+a)

\ iy J iy J \

zakmitavani / T .
soustavy tlumené kmity harmonicke | | ystilené kmitani

kmity soustavy
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Vynucené harmonické kmitani

# dosazenim partikularniho feSeni do pohyb.rovnice: u, = A, sin(Qt + a)

= FM
; m\/(w02 2 f 44’0y’

amplituda fazovy posun sily
ustalenych kmitu a vychylky

u=Ae " sin(ot + @) + A, sin(Qt + o)

zakmitavani ustalené kmitani
A

Vychylka u [cm]

| | |
40 50 60
Cast [s]
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Vychylka u
O O T TR

W=W +W, [J]

Vynucené harmonické kmitani

- mk RS
—] N [ —] N [—]
T T T T

V prvni fazi (tzv.zakmitavani)
mohou vychylky prekrocit
max.vychylku ustalenych
vynucenych kmitu soustavy

/
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Vynucené kmity - rezonance

4 Amplituda vynucenych kmitt zavisi na frekvenci Q, tj. A,=A,(QQ)

4 hledejme frekvenci Q, kdy je amplituda maximalni amplitudova
rezonance
A= =

m\/(oa02 — 2 f + a2

aA,
o 0 > |Q,= \/0302 —2b? rezonanéni

frekvence

max. hodnota
rezonancni
amplitudy

* jelikoz v praxi b<<w, ===
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Vynucené kmity — rezonance

Rezonan¢ni
krivky:

Amplituda Ar [m]

Fazovy posuv a
pri rezonanci:

—
T

Fazovy rozdil [rad]

2.5 3 3.5
Frekvence budici sily Q [s]

1.5 2 2.5 3 3.5
Frekvence budici sily Q [s]
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Vynucené kmity — rezonance

Vychylka a energie zna¢né Rezonance
rostou i pii nepatrné F,=1N, m=1t

vynucujici sile b=0.0001®
. 0

-

Vychylka u [mm]
o

]
Ca
S

M
-
-

p

W +W
=)
<

W
=)

0 20
Cast [s]




Vynucené kmity — rezonance

4 Ubytek mech.energie za periodu T (ustaleny stav):

W T T
dd—t:—Bv2 <0 == AW :—ijzdt:—BAfQZIcosz(Qt+a)dt:—BA%Y%
0

0

4 Stredni hodnota vykonu za jednu periodu T: b= B >0
2m

5o AW _ R’ vykonova
" rezonance

Amplitudova a vyvkonova rezonance

Vykon dodavany vynucujici
silou je v ustaleném stavu
roven vykonu disipativni sily

—
T

-
o

=
=

F’
N

(=]

Normovana amplituda ﬁ\l a vykon PN
[ ==
o

0.5 1 1.5 2
Frekvence ngres [s]
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Vynucené kmity — rezonance

» Cinitel jakosti kmitajici soustavy Q:

- 21 nasobek poméru primeérne energie oscilatoru W(t) k ubytku

energie soustavy za dobu 1 periody W o’
0

— 1 =27 =
e

« ubytek energie béhem 1 periody: ¢im uzsi rezonancni krivka D

_ tim vyraznéjsi rezonance D ~1/Q
AW(t)=—PT = —bmAZQ’T = 2nbmAzQy Y AAREISITeE

N

Amplitudova a vykonova rezonance

- AIA

tato energie je dopliiovana
vynucujici silou béhem jedné periody
ustalenych vynucenych kmitt

T

mala energie dodavana béhem
I kmitu muze zajisStovat
vysokou energii oscilatoru

Normovana amplituda PN avykon P

— 1 . . .
W =—Q|A,W| 0.5 1 15 2
27 Frekvence eres [s]
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Vynucené kmity — rezonance

4 Priklad: (destrukce rezonanci)

Most Tacoma Narrows Bridge

1940 spadl v disledku torznich
kmith mostni konstrukce, které
byly zpiisobeny rezonanci mostu s
narazy vétru
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Animace - Tacoma Narrows Bridge
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Skladani kmitani
4 Jelikoz diferencidlni rovnice kmitani je linearni, plati princip

superpozice: d2u _ du
m——-+C
dt dt

L1 Du =F(t) === |u=u+U,+..

\

4 Volné harmonické oscilace 1D :

Uu=u, +U, +...= A sin(o,t + ¢,) + A, sin(o,t + ¢, ) +...

* periodické kmitani vznikne pouze tehdy:

sin(w; (t+T)+¢,) =sin(o;t + ©,) =—> |o,] =27nn, n..celécislo

perioda sloZenych kmitua
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Skladani kmitani

4 Harmonicka analyza kmitavého pohybu:

- kazdy periodicky pohyb se obecné da rozlozit na jednotlivé
harmonické pohyby s frekvencemi f, 2f, 3f,..., kde frekvence f se¢
nazyva 1.harmonicka a jeji ndsobky tzv. vy§sSi harmonické.

rozklad je moZno provést pomoci Fourierovy analyzy

u= kz_;) A, cos(kot) + ; B, sin(kot)
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& Skladani kmita stejnvch frekvenci:

!

Amplituda:

A=A+ A +2A A cos(p, —¢,)

Fazové posunuti:

_ Asing, + A sing,
A, coso, + A, coso,

tgo
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Skladani kmitani

u, = A sin(ot +¢,) u, = A, sin(ot + @,)

* vysledny pohyb je periodicky se stejnou frekvenci [u = Asin(ot + @)

U=u, +U, =sinot (A cos@, + A, cos@,) +cosot (A sing, + A, sin@,)
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Skladani kmitani

# Skladani kmita blizkvch frekvenci:

- zjednodusujici pfedpoklad: A=A =A,

U=u,+U, = Asin(ot+¢,)+ Asin(o,t +¢,) =

—2Acos| D" La g BT G [ DT Dy, P TP
2 2 2 2

\§ J
Y N Y~ o

pomalu proménna harmonicky kmitavy
amplituda A(t) pohyb

® 0, |0,-0|<<o,+o,

» vznikaji kmity pomalu proménné amplitudy — vznik razi (kolisani
intenzity) s frekvenci: | ¢ =|f, - f,|
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4 plati princip superpozice: U=u, +

» skladani kmiti v kolmych smérech (X,y):

X = A sin(o,t) y=A,sin(,t+¢,)

* pokud plati: ©, =, =

y=A simn(ot+¢,)= A, sinotcosp, + A, cosotsing, =
A X’

ZKXCOS(pO+A2 I—Esin(po

obecna rovnice elipsy
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4 Lissajousovy obrazce: o, #, ®,/®,=n,/n,

0,/®,

¢=0°
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Vazane oscilatory — 1D

na oscilatory pusobi nejen
elasticke sily F, a Fp,, ale i
sila vazebna F,,

F. =—ku F =-K,(U,—-Uu,)

pohybové rovnice oscilatoru

d’u.

m
dt?

=—ku; £K, (u, —u,)

2

k+2K
2 _ V
N m

soucet reseni

d*(u, +u,)

e +og (U, +U,)=0

g

u, +u, = A sin(o,t +¢,)

rozdil reSeni

dz(uz _u1) 2

dt? +®v(u2_u1)zo
!

u, —u, = A sin(eyt+¢,)

vysledné FeSeni U, = %[A sin(o,t +@,) F A, sin(o,t+0,)]




Vazane oscilatory — 1D

u spiazenych oscilatora Cim tésnéjsi je vazba mezi
vlivem vazby dochazi k oscilatory, tim rychleji se prenasi
razim mezi nimi mechanicka energie

100

jako sprazené
oscilatory
muzZeme
povazovat vazby
mezi
jednotlivymi
Casticemi latek

VW

.
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Kmitavy pohyb - aplikace

Meéreni vibraci a zrychleni - seismicka
akcelerometry . | hmotnost

vynucené kmitani

X=A, sinOQt

moz,/k/m F =ku=ma

amax - 'A\X£22

musi se snimat
vychylka u

méreni zrychleni

méreni posunuti

.
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Kmitavy pohyb - aplikace

pouziva MEMS akcelerometry
pro detekci spusténi air bagu
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