Mechanika kontinua

4 model kontinua (model spojitého prostredi) :

a) prostor je spojity (souvisla mnoZina M geometrickych bodu B,)

b) kazde téleso je spojite (miizeme je chapat jako souvislou mnozinu M,
materialovych bodii B,,)

Axiom kontinuity:

V kazdém okamziku je kazdému bodu prostoru piifazen materidlovy bod

Diskrétni model % Spojity model

vlastnosti latky na vlastnosti latky na
poloze jsou vyjadieny poloze jsou
diskrétnimi vyjadieny spojitymi
hodnotami funkcemi
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Mechanika kontinua

4 stredni hustota materialu (o) v objemu AV

* pro limitni pfipad, kdy AV splyva s bodem (prostoru nebo materialu),
ziskame hustotu materialu ve formé spojité funkce soutadnic, tj.

hustota hmotnost

AM
= lim —— M= | dM = dVv
P AV—-B AV > A'l‘:ﬂ AJ\‘/p

!

prechod od objemu V praxi se touto hodnotou rozumi
konec¢nych rozméru k stiredni hodnota ve velice malém
bezrozmérnému bodu (tzv. elementarnim) objemu, kde
se jiZ neprojevuje nespojita
struktura skutecné latky

Makroskopicky popis
(pevnych latek, kapalin
a plynil)
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Mechanika kontinua

* Obdobnym zpusobem jako hmotnost miizeme pro spojita télesa vyjadrit
vSechny charakteristiky soustavy hmotnych bodu, zavislé na hmotnosti
(napt. hybnost, moment hybnosti, moment setrvacnosti,...)

hybnost | P= IVdm moment hybnosti | L = _[ |7 >V Jdm

2 typy velidin:

4 L. Veli¢iny intenzivni - jsou to veliCiny, které zavisi na poloze (napf.
teplota, rychlost, tlak, moment setrvacnosti,...).

¢ II. Veliciny extenzivni - jsou to veli€iny, které charakterizuji celé
téleso jedinou Ciselnou hodnotou (na poloze nezavisici), napf.
objem, energie, hmotnost.
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Popis kontinua

spojity prostor % spojity material

2 typy pristupu: dvé odliSné

referencni soustavy

I. Eulerova metoda

V prostoru si vybereme jeden pevny bod B, a sledujeme vlastnosti
(napft. rychlost, zrychleni, teplotu, tlak) riznych materialovych
bodu B, v daném bod¢ prostoru v riznych ¢asovych okamzicich.
(latka se pohybuje prostorem a deformuje se).

F=(X, Xy, X;) X =X(X;,t) 1=123 Eulerovy souradnice

II. Lagrangeova metoda

Vybereme si jeden materialovy bod B,, a sledujeme jeho pohyb v

Case (zmény polohy, trajektorii, rychlost, zrychleni) a zmény jeho
vlastnosti (napt. zmény teploty, tlaku,...).

R=(X,X,,X;) X, =X,(x,t) j=123 || Lagrangeovy soufadnice




Popis kontinua

& pii popisu zmeény né¢jaké skalarni funkce f kontinua (napi.teploty)

mame: f— f(Xi,t): f(xi(xj,t),t)

* zménu funkce f mizeme vyjadrit jako:
3
%:[%j =E%] +Z§; %+(\7-gradf)
R T T~ zpusobeno
pohybem

dx, latky
dt

materialova —
(Lagrangeova) lokalni (Eulerova) konvektivni

e ¢asova derivace casova zmena
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Popis kontinua

€  Rychlost materidlového bodu:

¢ Zrychleni materialového bodu :

BREIES C
cast cast

lokalni konvektivni

soubor castic latky
zaujima v Case

v

N
& =—+V-grady, rizny objem a tvar

Kontinuum ma dve zakladni kinematické vlastnosti:
a) mize pohybovat

b) muZe se deformovat (tj. ménit tvar a objem).
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Kinematika spojitého prostredi

Znazornéni pohvbu kontinua:

Lagrangeova metoda

- vylou€enim Casu ziskame
trajektorii Castic spojitého
prostredi

- pohyb kontinua je pak popsan
mnozinou vSech trajektorii.

1

Proudocara a trajektorie
obecné nesplyvaji (pouze u
stacionarniho proudéni)

X

Eulerova metoda

vV =V(F,t)

- zadané pole rychlosti v prostoru

- v ¢ase t = konst. mizeme v
tekutin€ vést myslené kiivky -
proudnice (proudocary)

- rychlosti materidlovych bodt
lezicich na proudnici v mistech
X, v ¢ase t = konst. maji sméry
teCen k této kiivce.




nas informuje divergence rychlosti.

velikosti

* Tok vektoru uzavrenou plochou:

tok muzeme charakterizovat
poctem proudocar
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Charakteristiky vektorovych poli

4 ProudocCary mohou vznikat 1 zanikat. O jejich pfirtistku nebo ubytku

4 Divergence — vytok vektoru z objemoveho elementu jednotkové

divV = lim L
AV—0 AV 0

 N>0 ... vytéka vice nez vtéka (ziidla toku)
' : N<0 ... vyteka mené nez vteka (propady toku)
N=0 ... stejny vtok 1 vytok

—

divv =0 divvV #0

a» proudéni nezridlové

/

TIIILY

Divergence vyjadiuje to, zda
dan¢ vektorove pole (napf. pole
rychlosti proudici kapaliny,
elektromagnetické pole,...)
obsahuje v daném misté zdroje ¢i
ubytky toku dané veliCiny

Umoznuje urcit tok daného
vektorového pole ve
specifikovaném objemu, napf.
hmotnostni priitok kapaliny




Charakteristiky vektorovych poli

4 Tok vektoru ve sméru vy:

y

oV oV
dN, =dv,-dQ, =—~dydxdz=—=dV
oy oy

& Celkovy tok vektoru v objemu dV: /
X, = X

aVx 8Vy aVz
+—+
ox oy oz

dN=dNX+dNy+dNZ:( )dV:diVVdV

\ Gaussova véta:

§ (v-d02)=[ diveav

4 Divergence vektorového pole:

divv:(v.v)z(i vj{avx N ov, +@ij

dr ox oy oz

§Q3dfz=Lgradev

- vysledkem této diferenciadlni operace je skalar (¢islo)
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Charakteristiky vektorovych poli

4 Jestlize n¢ktere proudocary jsou uzaviene kiivky, pak jde o tzv.
virovy pohyb.

4 Virovy pohyb je mozno charakterizovat rotaci rychlosti:

dr

:
I rotVT:rotd—;:%(rotFT):O

rotV:[VxV]:[ixV} .

Stokesova véta:

rotV = rot V; + rot[dx F|=rot[@x F]= 2

tVdQ= | Vdr
Rotace rychlosti §Q o Ir

jednoho bodu kontinua

/

proudova trubice

.
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Deformace kontinua

4 spojite prosttedi mize konat translaci, rotaci a mize se deformovat

4 vektor posunuti - rozdil polohovych vektort pied a po deformaci

F= (X%, %,) G(P)=F'(P)~F(P)

F(Q)=F(P)+dr =P G(Q)=i(P)+dd)

* poloha bodu Q po deformaci: deformace

) B kontinua
(Q) =F(P)«dr)
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Deformace kontinua

4 mira deformace materialu je urCena rozdilem:

N U S i lau Lo
(dr’)” —(dr) :222 jAdx; - (€ = +

T 8X aXi ke

tenzor kone¢nych deformaci

ou,
» za predpokladu, Ze deformace jsou malé, tj. |— <<1

OX j

ou. 5U .
g = tenzor (malé) deformace
ax ax

* symetricky tenzor 2.fadu
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Deformace kontinua

ou
. r J 4 r W . r A —_— 2
relativni délkova zména objemového | X, €x»n = P

X X
elementu ve smeéru osy X, 2

- souvisi se zménou objemu dx,

dx,

polovina uhlu, o ktery se zméni pravy uhel pri
smykové deformaci obj.elementu se stranami

rovnobé€Znymi s osami X; a X;

- souvisi se zménou tvaru (bez zmény objemu)

y

Cista rotace elementu a W |
Uy — iy

ihel smyku " mﬂﬂ

(pomérné posunuti)
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Sily a napéti v kontinuu

Sily pusobici na télesa miuzeme

délit podle dvou hledisek:

B. Sily kratkého a dlouhého dosahu

Sily dlouhého dosahu
(sily objemove)

x Sily kratkého dosahu
(sily povrchové)

pusobi bezprostiredné na velké
vzdalenosti (napr. gravitacni
sila)

pusobi na cely objem (a nikoli
pouze na jeho povrch)
vySetfovaneho objektu

pusobi nezavisle na silach,
pusobicich na sousedni elementy

pusobi pouze mezi nejblizSimi
molekulami (molekularni sily).

vnéjsi sila pisobi pouze na
molekuly tvorici povrch
zkoumaneho télesa ( povrchové
sily) - napr. tlak, tfeni atd.

ucinek povrchovych sil ovSem
nekonci na povrchu télesa
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Objemoveé sily

% Objemoveé sily:

-  muzeme zobrazit vektorovou funkci:

- objemové¢ sily charakterizujeme intenzitou sily a hustotou sily:

intenzita sily hustota sily

Fo(F.t) _ dF,

dm

Fo(r.t)= [pEdV = [Edm

AV AM

sila ptisobici na sila ptisobici na
jednotkovou jednotkovy objem
hmotnost dm télesa dV materialu
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Povrchove sily

Povrchové sily:

povrchovou silu miizeme zobrazit vektorovou funkei: |F(F,t)

pi1 pusobeni vnéjSi povrchové sily na téleso vznikd odezva materialu
(reak¢ni sila) — vnitini povrchova sila se Sifi uvnitf materialu a
snazi se vratit material do ptivodniho stavu

povrchové sily charakterizujeme vektorem napéti a hustotou sily:

ploSna hustota povrchové sily objemova hustota vnitrni
(vektor napéti) T povrchové sily T,

T = lim = - 9%

AQ—>A AQO) B dO
/ Fo=[ TdO

sila piisobici na sila plisobici na
Jednotkovou plochu | | Napiti ... 1 N/m2=1 Pa jednotkovy objem
dQ povrchu dV materialu




Povrchove sily, napéti

4 Vektor napéti T miuZeme obecné rozloZit na normalovou a teCnou
sloZku k dan¢ elementarni plosce dQ2

normalové x teCné (smykoveé)
napéti napéti

# Vektor napéti mizeme vyjadrit pomoci dF, =, TdQ
tzv. tenzoru napéti

vnitini napéti
o;;— slozka sily ve
smeru X; pusobici na
plosku dQ); kolmou k
soufadné ose X;
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Povrchove sily, napéti

Tenzor napéti:

symetricky tenzor 2.fadu, kde na hlavni diagonale jsou normalova
napéti a na vedlejSich diagonalach te€na napéti

popisuje stav napjatosti v daném bod¢ télesa (v riznych bodech
télesa je ruzny)

—

T=cn

T; :i"ji”j

j=!

vektor napéti na libovolné plosce:

Rozdil sil pasobicich ve
sméru X; na objemovy
element dV

3
R dFy; = Z(G:d — O )ko =
k=1

0G,;

3
o 0%

dx, dQ,

dF, ;

f .= _~ 00
objemova hustota sily P

3
o OX
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Povrchove sily, napéti

sméry a velikost hlavnich napétic | o; =0 1= ]

oh =on

hlavni normalova napéti
G, > G, >0,
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trajektorie hlavnich napéti




Vnitini napéti a deformace

typy vnitiniho napéti: elasticka napéti, vazka napéti

A) Vnitrni elasticka napéti (pnuti)

- odezvy pruzného materialu na deformacni procesy

tahova
zkouska

linearni
chovani v tahu

>

linearni €
chovani v tlaku

pomérna deformace pracovni diagram
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Vnitrni napéti a deformace

€ linearni vztah v teorii pruznosti mezi deformaci a napétim u

homogenniho izotropniho materialu lze vyjadiit Hookeovym
zakonem:

X,

c,=Ee c, =1=0Ga

€ priobecném jednoosém namahani plati:

ou, . :
"k K smykova
o (i=k) y

i zkouska

oy =6

4 v obecném piipad¢ anizotropniho materialu (napt.dievo,
kompozity,..) plati:

G; = Ci g Cijii - tenzor elastickych

koeficientu
Deformace jsou ruzné pri

namahani v riznych izotropni material
smérech 2 elastické koeficienty — E,G
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Z.akladni pruzna namahani

4 Pruznost v tahu:| |6>0 (

F Al pomérné délkové
c=—=Ee=E— .
I prodlouzeni

' _ o
I —|(1+8)—|(1+E]

pomérné pricné
zKraceni

—all—-m=a 1-v>
a =al-n) a(l ij

Poissonovo
¢islo
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Z.akladni pruzna namahani

4 VSestranny kolmy tlak: ||c,,=0,,=6,,=—p=-0,<0

& v kapalinach v klidu (vzhledem k jejich deformovatelnosti) plisobi tzv.
statické tlaky, jeZ jsou specidlnim ptipadem elastickych napéti.

jsou konstantni v kazdém bod¢ povrchu né¢jakého objemu, jsou kolmé na
povrch a jsou orientovany dovnit objemu P

délkova zména hrany

(@) (@)
a=all-¢+2n)=a/l-—"+2v-—"
( n) ( = Ej

objemova zména

AV =a'b'c’—abc =abc[(1-e+2n)’ —1]=-3(e—2nV
_AV _-3(-2v)

— E
Vv E "

K = 1 - —_—
v 3(1-2v)
i / soucinitel objemové objemova

O<v< 5 pruznosti stlacitelnost

9

.
e
=
-
2
. D
.-
=
-
L
e
S
= =
= &
2
-
=
-
-
.
-
. 2
- -
=
:.
=




Z.akladni pruzna namahani

% :; = y=0, AV =0 =) | nestlacitelny material

relativni zména objemu

dV' = (dx, +du,)(dx, +du,)(dx, +du,)

dV = dxdx,dx,

— _/
V

_dv'-av
d

ou,

9 €11 T Ex T &5

3
k=1 OX, \

Staticky tlak p se
snazi zmenSit objem

K...modul objemové pruznosti

- -
=
~ =
! »
=
-
! =
-
-
= =
. -
! -
N
! =
! >
-
! -
-
=
-
L »
-
)
. -
>




Z.akladni pruzna namahani

& Pruznostv tlaku:| (<0l l6=-F/S

¥4 Pruznost ve smyku:

- sila puisobi v roving priufezu

- jednotlive vrstvy materialu se navzajem posouvaji, aniz se méni jejich kolma

vzdalenost |

% f

5, =1=Ga tecné (smykové)
napéti

.
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Z.akladni pruiné namahani

Pruznost ve smyku

tg noy)_l-tg(y/2) _1-m
4 2) 1+tg(y/2) 1+e 1| 4

tg(y/2)=y/2 y<<1l gmn<<l

— _/
Y

- T F
~e+n="(1+ N,
YRe+n E( V) 2,

F_ F F o, E

’C:—t: t: = = ’Y
S' 28 25 2 2(1+v)

modul pruznosti
ve smyku

_E
C2(1+v)

Hookeuv zakon
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Z.akladni pruzna namahani

Hooketiv zakon — homogenni izotropni elasticky material (E,G=Konst.)

_ — 0
6,720, 6,=0,;=0

6, #0, o,=03,=0

63, #0, 0,=0,=0

1 \
e = E[Gn —Vv(o,, +G33)]

1
€y = E[Gzz -v(o, +G33)]

1
€33 = E[633 -v(o, +622)] /

1{ ou, ou,
Sikza +—

.
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Z.akladni pruzna namahani

Elastické charakteristiky materiali:

Material

E |GPa]

G [GPa]

Tl

ocel

190-220

70-90

0,25-0,35

hlinik

65-68

25-27

0,33

drevo

10-15

0,3-1,0

0,2

beton

40-80

16-33

0,1-0,15

sklo

50-80

20-30

0,25

Material

voda

lih

rtut’

C012+C119

C086-02+C086-10




Z.akladni pruzna namahani

Pevnost materialu:

# Pfi navrhovani konstrukci je nutné zajistit, aby napéti nepiekrocilo
hodnotu, ktera by se vyznacCovala velkymi deformacemi resp.
porusenim konstrukce

vypoctova pevnost

Material c, [MPa] c,, [MPa]
ocel 190-220 380-450
dural 180-200 370
dievo 25 40

sklo 40-100 80-200 pevnostni

beton 3-25 5.50) charakteristiky
materialu (tlak)
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Z.akladni pruzna namahani

Video — pevnost v tahu:

Unstretched annealed specimen

e

R —— L

Annealed specimen full stretched
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Z.akladni pruzna namahani

Priklad: (tahové a smykové namahani)

- ur¢ete smykové a normalové napéti v ploSe lepeného spoje

F =Fsina F =Fcosa /

S'=S/cosa

smykové napéti

normalové napéti
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Z.akladni pruzna namahani

Priklad: (statické a dynamické protazeni pruzného lana)

Fe _ge-g?
a) Statické protazeni / s L

mg ptedpoklad linearniho
F.=G == |X = ES L chovani lana

b) Dynamické protazeni

- zména polohové energie se spotiebuje na praci

nutnou k protazeni lana  |AW, = A

T ESf ES
A:_[Fdx:—fxdx:—xﬁ1 AW, =mg(h, +x,)
7 L 4 2L Y

mal E =500 MPa
X

F_=121kN

ES L=30m

S =0,8cm’
_ mgL

X, = {1+\/l+2—EIS_hC 1 m =80 kg
mo h. =60 m

X, =2m

X, =9,1lm




Z.akladni pruzna namahani

Razova sila — lano bez prokluzu

Padovy faktor | Razova sila
PT/L | P [KN]
0,5 6,4
1 8,7
1,5 10,5
12,1
14,5

16,7

Max.razova sila F a

3
Padovy faktor P
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Z.akladni pruzna namahani
Priklad: (Cisty ohyb nosniku)

- ptedpoklad zachovani rovinnosti %
prufezi 1 po deformaci (D.Bernoulli)

Relativni .= ds'-ds _z
prodlouZeni:

napéti v prirezu:

Vyslednice sil v prurezu:

E E
Fz_LdeS:?_LIzdS:?zTS:O

Moment sily v priafezu: | M =0

E E
> setrvacnosti pruiezu
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Z.akladni pruzna namahani
Priklad: (Cisty ohyb nosniku)
ds =rda

ds =~/(dx)? +(dz)’ = [1+ (%)Mx

dz dz
teo=— o = arctg—
8 dx nd gdx

ohybova cara

nosniku

Prithybova ¢ara nosniku Kfrivost krivky:
(malé deformace)

dz dw
— = <<
dx dx
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Z.akladni pruzna namahani

Video — ohyb nosniku (méreni modulu pruznosti):

Xx=L/2 = dw/dx=0
X=0 = w=0

- J
Y

CIZFL2/16 C2:O

E|W=—I?;+C1X+C2

.
e
=
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Vnitrni napéti a deformace

B) Vazka napéti

.
e
=
-
—
. D
.-
=
-
L
e
S
= =
= &
2
-
=
-
-
.
-
. 2
- -
=
:.
=

- napéti sil vnitiniho treni

- jsou odezvou materialu na posouvani jeho jednotlivych ¢asti vuci

sob¢ \

* Newtoniiv zakon viskozity:

dulezité u tekutin

- vyjadiuje pfimou uméru mezi rychlosti deformace a smykovym napétim

4

- dynamicka viskozita

-

—— — latky [Pa-s]
V=0

* v praxi existuji i tzv.nenewtonovské materialy

(napf. asfalt, krev, bahno,...)

Og, l{ov, ov,
et ma i @?f“” Dﬁz(a—a—

1

tenzor rychlosti
deformace

Dyi = f(oy)




Rovnice mechaniky kontinua

Rovnice kontinuity: dm

0

vyjadiuje zakon zachovani hmoty dt

ubytek hmotnosti, ke kterému v objemu AV dojde za ¢asovou jednotku,
je roven toku hmotnosti pres povrch AQ objemu AV

dm=pdV =pdQ-V dO = i - dO

n=ffpvid <> m:_gjvpdvz_ [Lav

AV

Hmotnostni tok kapaliny za
jednotku ¢asu v objemu AV

L= . 0
- pouzitim Gaussovy véty ziskame ﬁ pvdQ = J divpvdV =- J Epdv
AQ Vv Vv

op .
Rovnice kontinuity ot +divpV =0

»
= A
-
>
=
=
=
£
=
-
ke
-
N
. =
=
! >
>
e
-
| o
-
l >
—
- o>
| =
! >




Rovnice mechaniky kontinua

4 Rovnice kontinuity pro stacionarni proudéni nestlacitelné tekutiny:

) Givpr-0 s f (p7-d2)=0

- ustalené proudéni proudovou trubici

I(pv-dﬁ)+ I(pV-df))+ I(pv-dﬁ)z 0

Sy S S3

!

PV;S, =p,V,S,

- u nestlacitelné kapaliny: p(F,t)= konst.

\
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Pohybova rovnice kontinua

4 Pohybovia rovnice kontinua: V =V(X (1), X, (1), X;(1),1)

dMa dMi—V—dM[%Jr(v V)v} dF, +dF,

!

ST .7 Pohybova
=1 | rovnice kontinua | | ; _ 23: G
ko1 OX,

fo =pE

- v pripadé vazké kapaliny v tthovém poli:

pa = pg —gradp + AV

\ k=1 OX,

f. =—orad
Navier-Stokesova o e
rovnice

=nAv,

fo =pg =—pgrado
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